Geodetski fakultet, dr. sc. J. Beban-Brki¢ Predavanja iz Matematike 1

4. VEKTORI

POJAM VEKTORA

Svakodnevno se susrecemo s veli¢inama za Cije je odredivanje potreban samo jedan broj. Na
primjer udaljenost, povrSina, volumen,.... Njih zovamo skalarnim veli¢inama.

Medutim, postoje veli¢ine koje ne mozemo potpuno odrediti brojem, ve¢ je potrebno zadati i
njihov smjer. Na primjer ubrzanje, strujanje, vjetar,.... Njih zovamo vektorskim veli¢inama.

Vektor kao skup (klasa) usmjerenih duzina

Neka su A4, B dvije tocke na pravcu, u ravnini ili u prostoru. Duzinu s krajevima A4, B

oznatavamo s AB . Duljinu duzine 4B oznaavamo s |AB| ili d(4,B).

Usmjerena duzina AB je duZina za koju se zna pocetna tocka A i zavrsna tocka B.

Za dvije usmjerene duzine E CD kazemo da su ekvivalentne ako postoji translacija koja prvu
prevodi u drugu, tj. ako je cetverokut ABDC paralelogram.
D

Definicija
Skup svih medusobno ekvivalentnih usmjerenih duzina nazivamo vektorom.

Dakle, vektor se moze predociti pomocu vise razli¢itih usmjerenih duzina — reprezentanata
vektora. Cesto se za vektor upotrebljava i naziv: klasa usmjerenih duZina.

Zbog jednostavnosti ¢emo bilo koju usmjerenu duzinu (reprezentantu vektora) nazivati vektorom

1 oznacavati ﬁC—ﬁ ili Zz,Z;,... )

Skup svih vektora nekog prostora oznacavat ¢emo sa V. Za nase potrebe ¢e V biti jednodimen-
zionalni prostor V; (pravac), dvodimenzionalni prostor ¥, (ravnina) ili trodimenzionalni prostor
V.

Geometrijski, vektor je opisan (zadan) sa:
e prevcem nosiocem na kojem se vektor nalazi,

e duljinom ili modulom: ‘E‘ =d (A,B),

® orijentacijom na pravcu nosiocu.

Ponekad se govori o smjeru vektora. Smjer objedinjuje nosioca i orijentaciju.
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OPERACIJE S VEKTORIMA

Kao prvo moramo uvesti (definirati) neke pojmove:

Nul vektor
vektor duljine 0,

oznaka: 0 ,
vrijedi: 0=AA=BB= ey
duljina (modul) nul vektora: ‘6‘ =0.

Jedini¢ni vektor
- vektor duljine 1,

| 2

- zazadani vektor a, duljine |Zi , jedini¢ni vektor je definiran sa a, =

[~y

- a, je vektor koji ima isti smjer kao i @ a duljina mu je 1.

Radijvektor (radijus vektor)
Ako je T neka tocka prostora a O ishodiste koordinatnog sustava, vektor OT nazivamo
radijvektor toCke T. Zapisujemo ga i 7y .

Za svaki vektor moZemo izabrati njegovog predstavnika tako da mu pocetna tocka bude bas
tocka O. Na taj se nacin dobiva radijvektor neke (bilo koje) tocke.

Kolinearni vektori
Vektori koji pripadaju istom ili paralelnim pravcima. —

-vektori a,b,c su kolinearni:

Komplanarni vektori
Vektori koji pripadaju istoj ili paralelnim ravninama.

Projekcija vektora
— Ortogonalna projekcija u ravnini na pravac p je funkcija koja svakoj tocki A4 ravnine
pridruzuje toc¢ku u kojoj okomica na p, koja prolazi tockom A4, sijece pravac p.
— Ortogonalna projekcija u prostoru na pravac p je funkcija koja svakoj tocki 4 prostora
pridruzuje tocku u kojoj ravnina koja prolazi tockom A4, a okomita je na p, sijece pravac p.

Zadatak: Nacrtati skalarnu, a zatim vektorsku projekciju vektora @ na pravac p.

ol

ap P
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l. Zbrajanje vektora

Nekasu a i b bilo kakvi vektori. Zbrajanje vektora je funkcija
(+):VxV >V,

(ﬁ,E)l—)éJrl;,

tj. funkcija koja paru vektora (ﬁ b ) pridruzuje vektor a + b.

Vektore zbrajamo po pravilu trokuta ili po pravilu paralelograma:

Svojstva operacije zbrajanja:

Oduzimanje vektora
Oduzimanje vektora se definira kao operacija zbrajanja

sa suprotnim vektorom: a — b:=a+(-b).

Il. Mnozenje vektora sa skalarom (brojem)

Neka je a vektori A realni broj. Mnozenje vektora sa skalarom je funkcija
():RxV >V,
(1,d@) - Aa,
tj. funkcija koja paru (4, @) pridruzuje vektor Aa .
Za vektor Aa vrijedi:
e a i Aa sukolinearni (imaju isti ili paralelni nosac),
* |Aa=|]-la
e A1>0= a i Aa suisto orijentitani,
A<0= a i Aa susuprotno orijentirani.

b

Svojstva operacije mnoZenja sa skalarom:
5) Ala+5)=1a+b,
6) (A+p)d=2a+ua,
(7) (Ap)a = Aua)= Apa,
®)1-a=d, (-1)-a=-a, 0-a=0.

Skup Vs operacijama zbrajanja i mnozenja sa skalarom te svojstvima (1) — (8) tvori strukturu
koju nazivamo vektorski (linearni) prostor, 1 koju zapisujemo (V, +, -).
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Baza vektorskog prostora

Pojam baze vektorskog prostora spada medu najvaznije pojmove vektorske algebre. U smislu
objasnjavanja i uvodenja pojma baze navest ¢emo potrebne definicije i teoreme, od kojih ne¢emo
sve dokazivati. Detaljnije o ovom podruc¢ju moze se naci na primjer u Elezovic¢ [1].

Definicija (linearna kombinacija)
Nekasu a,,a,,...,a, vektorii k,k,,... k, realni brojevi. Vektor
b =k, +k,d, +...+k,a,
zovemo linearna kombinacija vektora d,,a,,...,a, skoeficijentima k,,k,,...,k, .
Teorem
Dva vektora G i b su kolinearna onda i samo onda ako postoji broj k € R takavdaje a = kb .

Teorem

Tri vektora @, b, ¢ su komplanarna onda i samo onda ako je svaki od njih linearna
kombinacija ostalih dvaju.

Definicija (linearna (ne)zavisnost)
Vektori a,,a,,...,a, sulinearno nezavisni ako njihova linearna kombinacija isCezava jedino na
trivijalan nacin, tj. ako

ka, +ky,a,+...+k,a,=0 = k =k,=---=k,=0.
Vektori a,,a,,...,a, sulinearno zavisni ako njihova linearna kombinacija ne is¢ezava na
trivijalan nacin, tj. iz

ka, +kya,+...+k,a, =0 nesljedi k, =k, ==k, =0.
Teorem
Vektori q,,a,,...,d, sulinearno nezavisni onda i samo onda ako se ni jedan od njh ne moze
prikazati kao linearna kombinacija ostalih vektora, odnosno oni su linearno zavisni onda i samo
onda ako se jadan od njih moZe prikazati kao linearna kombinacija ostalih vektora.

Primjer:
1. Vektorid, b, ¢ za koje je 3a +%Z; —¢ =0 linearno su nezavisni. Naime,
- - 1. = T
da=——b+—c¢c, b=-6a+2¢ 1 ¢c=3a+—b.
6 3 2
Definicija (baza)

Baza vektorskog prostora V je najveci broj linearno nezavisnih vektora tog prostora.
Pitanje: Koji je najveci broj linearno nezavisnih vektora prostora V;, i=1,2,3 ?

Prostor V;; Svaka dva vektora jednog pravca su linearno zavisna pa zakljucujemo da se baza
sastoji od jednog jedinog vektora.
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Prostor V5; Svaka tri vektora jedne ravnine su linearno zavisna pa zaklju¢ujemo da se baza
sastoji od dva vektora, i analogno,

Prostor V3; Svaka Cetiri vektora prostora su linearno zavisna pa zaklju¢ujemo da se baza
sastoji od tri vektora.

Teorem
Prikaz vektora u bazi je jedinstven.

Dokaz
Neka je B = {&,I; ,C } baza trodimenzionalnog vektorskog prostora V3 i neka je

d=a,d+pb+yc *)
prikaz vektora d po bazi B. Pretpostavimo da prikaz nije jedinstven. To znaci da osim prikaza
(*) postoji jo§ barem jedan prikaz vektora d , tj. postoje brojevi a,,p,.7, takvidaje

d= a,a + ﬂzl; +¥,C. (**)
Oduzimanjem (*) - (**) slijedi

O=d—d=(o,-a))a+(B-B)b+(r -7, ).
Buduéi da su G,b,¢ linearno nezavisni (&ine bazu) = njihova linearna kombinacija iS¢ezava na
trivijalan nacin, tj.

(al _052):(131 _ﬂz):(?/l _72):0 = oy =a,, p=pF r=r

lll. Skalarni produkt vektora (skalarni umnozak)

Neka su
a,b — dani vektori, i
Q= L(ﬁ,l;) — kut medu vektorima @ i b .
Skalarni produkt (umnozak) vektora a i b je funkcija
():VxV >R,

(@.5)—>a-b,
tj. funkcija koja paru vektora (Ez b ) pridruzuje broj (skalar) a .b € R, definirana sa:

Zl-l;=|d”l;‘cosgo.

Pomocu skalarnog produkta izracunava se i1 projekcija vektora na vektor, tj.

:|d| cosp =a, = skalarna projekcija vektora @ na vektor b,

QY

0
d b :‘I; ‘ cosp=b, = skalarna projekcija vektora b navektor @ ,

s

- "\
\
! \
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(Zi b, )a = abé = vektorska projekcija vektora a na vektor b,

)50 =b.d, = vektorska projekcija vektora b navektor a .

Posljedice skalarnog mnoZenja:

. la=+a-a,

(1) a-a=|al|d|cos0=|a
() alb = a-b=0,

a-b=0 = alb ili je barem jedan jednak 0,

Q
S

(3) cosp= ,(Oﬁgoﬁzr).

(1) a-a>0, a-a=0 < a=0, - pozitivnost
) /1(* I;): (1d)-b = a(ﬂ;), - homogenost
3) a- b=b-a, - komutativnost
4) a-b+éla-b+a-¢c . - distibutuvnost

Primjer:
Za vektore 5,5 vrijedi: |Zi| = \/g

Z;‘=\/% L(ﬁ,l;)=45° .Nekasu e =4d—5,f —G+3b.

Izracunati é-f .
6-f =(4a-b)a+3b)=4d-a+11G-b-3b-b=-=—70+553

IV. Vektorski produkt vektora (vektorski umnozak)

Neka su
é,l; — dani vektori, 1
Q= L(ﬁ,g) —kut medu vektorima @ i b .
Vektorski produkt (umnozak) vektora a i b je funkcija
(x) VXV >V,
(C_i l; ) > Gaxb ,
tj. funkeija koja paru vektora (4,5 ) pridruzuje vektor dx b .

Za vektor axb vrijedi:

o ‘ﬁ xb ‘= |Ez| ‘5‘ sing
Geometrijski, modul vektorskog produkta jednak je povrsini paralelograma $to ga

zatvaraju vektori @ i b . To vidimo iz: ‘szl;‘: |Zz| ‘5‘ sing = |Zz|v.
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e Vektor axb je L navektor a ina vektor b.
a, b kolinearni = dxb =0 ,
ixb=0 = a, b kolinearniili je barem jedan od njh 0.

e Trojka vektora (Ez , b,axb ) ¢ini desnu trojku, tj. gledano iz vrha vektora a x b rotacija

izdaub suprotna je gibanju kazaljke na satu.

Svojstva vektorskog mnoZenja:

(1) axa=0,

2) /I&xl;):(ﬂﬁ)xl;:ax(ﬂ;), - homogenost

3) ax b= _(4 xal, - antikomutativnost
@) ax(p+claxb+axe. - distributuvnost

V. MjesSoviti produkt vektora

Nekasu @,b i ¢ dani vektori. Mjesoviti produkt (umnozak) vektora a,b i ¢ je funkcija
():VxVxV >R,
(@.5.¢) (axb)-c.

tj. funkeija koja trojki vektora (@, b,¢ ) pridruzuie broj (dx5)-¢ € R

Oznaka: (5 X Z;) -C = (5,5,5)

Svojstva:
(1) (@xb)-é=bxc)d=(Exa)b,
) (axb)c:—(gxﬁ)-E.

Geometrijska interpretacija mjeSovitog produkta:

Neka su
a,b i c¢ - zadani nekomplanarni vektori, i

ST T T T T T T T T T T T T
. g Lo P =T
o= Z(a X b,C) axb //// /// ///// /
- - / 5 //
. — . - - / -
- kut medu vektorima (a X b) 1C. v Y A A 7 §
. ) ) j
C / / /
/ /
1 / / /
Tada je % Apry e =
(@xb)-¢ =[axB| [ecosa axd |~
v - .- a
cosa:F, v:|c|cosa, B:‘axb‘
5

(Zz xb ) ¢ = B-v =2V tj. apsolutna vrijednost mjesovitog produkta triju vektora

jednaka je volumenu paralelepipeda kojeg tvore ti vektori.
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KOORDINATNI SUSTAV

Kartezijev pravokutni koordinatni sustav

Kartezijev trodimenzionalni pravokutni koordinatni sustav ¢ine 3 medusobno okomite osi:
Ox — os apscisa,
Oy — osordinata,
Oz — os aplikata,

tocka O — ishodiste koordinatnog sustava, 1 jedinicni vektori f]lg odabrani na sljede¢i nacin:
E, (1,0,0) — radijvektor O—E{ =i — H =1,
E,(01,0) — radijvektor O—E2 =j - m =1, .
ES(O,O,I) — radijvektor O—E3 -k - ‘lg‘ =1. k

Zapisujemo ga: (O; ;]1; ) . A

—

Prikaz vektora u koordinatnom sustavu (O; ,

~.l
bl
N —

Neka je T'(x, y, z) bilo koja tocka.
Radijvektor tocke T

r =ﬁ:x7+y]+zlz,gdjeje

Pl = (xf + ]+ zk ) -1 =x ... skalarna projekcija vektora OT na vektor i ,ianalogno:

7.-j =y ...skalarna projekcija vektora OT na vektor 7,
7 .k =z ...skalarna projekcija vektora OT na vektor k .
xi ... vektorska projekcija vektora OT na vektor 7 ,
v ... vektorska projekcija vektora OT na vektor J,
zk ... vektorska projekcija vektora OT na vektor & .

Dakle, imamo pridruzenje:
totka T(x,y,z) <> vektor OT = {x,y,z}, pri éemu su
x,y,z koordinate tocke 7, 1

x,y,z komponente vektora OT .

Modul (duljina) vektora OT : ‘a“ =x*+y*+20.
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Primjer:
Odre]diti skalarne 1 vektorske komponente radijvektora 7, tocke T (1,5,3). Izrac¢unati modul
vektora 7 .
T(1,53) — 7 =10 +5)+3k
Skalarne komponente: ro=x=1, r,=y=5, rn=z=3
Vektorske komponente: 7 =ri =1-i =i r, = y]' =57, F=rk=3k
Modul vektora 7; : |;7T| =17 +5%7 +3% =

Kosinusi smjera vektora

Nekasu «, 3,7 kutovi Sto ih vektor a zatvara s koordinatnim osima.

Kosinusi tih kutova racunaju se prema formulama:
9y

aZ
—, Ccosy =-—,
|a

la

a
cosa :|Tx, cos =
a

1 nazivaju kosinusi smjera vektora a .

Slijedi:
— projekcije vektora a na koordinatne osi:

ax:|a|cosa, ay:|a|cos,6’, az:|a|cos;/,

— komponente jedini¢nog vektora vektora a :

= Zl 1 ay ay a,
a, =T=T{ax,ay,az}= — T z{cosa,cosﬂ,cosy},
al al “[a] "
2 2 2 2
|4 1 \/cos a+cos” B+ cos }/:1|
- la,|= .
o

cos> a+cos® B+cos’y =1

Racunanje s vektorima u koordinathom zapisu

Neka su zadani vektori @ 15 svojim komponentama:
{ax,ay,az} =a,d+a,j+ak,

G=
b=1{b.,b, b |=bi+h j+bi.

Zbrajanje i oduzimanje
a+th= (axf+ay]‘+a21€)ir (bxf+by]‘+bzl€): (a, +b, )i +(a

atb=la, tb,a, b, a, tb,|

—

+b,)j+(a. +b, )k

y

34



Geodetski fakultet, dr. sc. J. Beban-Brki¢ Predavanja iz Matematike 1

Zadatak (Vektor zadan dvjema tockama):
Neka je zadan vektor @ svojim komponentamaa,,a,,a. :

a= {ax,ay,az}: axf+ayj +ak .
Pitamo kako bismo odredili a,a,,a. ako znamo da je A(xl, yl,zl) pocetna a B(xz, yz,zz)

zavr$na tocka vektora a ? A

Radijvektori to¢aka 4 1 B:
Cixityi+ei .

OB =x,i+y,j+2,k b
= ;:E:@—a: (x2;'+y2;'+22%)— (x1;+y1}+21];)

= 52@2(’52 _xl)’+(J’2 _J’l)}JF(Zz _Z1)k:{xz XV, — V2, _21}-

Primjeri:
1. Odrediti komponente i modul vektora zadanog tockama A4(1,2,4), B(3,0,-2).
AB =1{2,-2,-6}, ‘E‘ =Ja4;  BA={-2,2.6}, ‘54‘ vy

2. Odrediti pocetnu tocku vektora @ = {0, 5,— 1} , ako je zavrSna tocka (1, 2, 3).
CD=0D-0C = OC=0D-CD=1{,23}-1{0,5-1}=1{,-3,4}
= C(1,-3,4).

3. Vektor ¢ ubazi (;]lg ) ima komponente (16, -15, 12). Odrediti koordinate vektora d ako je
d koolinearans ¢, suprotno orijentiran i ako je ‘c? ‘ =75.
d=a(16,-1512)=160i —150/ +12ak
ld|=\a(16” +15* +12* )= .. = 25|

‘cy‘:25|a|=75 = |a|=3 > a=3va=-3
d =-3(16,-15,12)=(-48,4536).

MnoZenje sa skalarom

Aa = /l(axf+ay]+azl;):ﬂaxf+/1ay]+ﬂazl€ = {/iax,ﬂay,ﬂaz}:ﬂ{a ,a,,az}

X7y
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Skalarni produkt vektora

Skalarni umnogci jedini¢nih vektora 7, ;, k:
1,

i z—‘ H ‘cosO—l = ]jzlglg
sz‘iHj‘cos%zO = j/€=l€ i=0.
Slijedi
i-b=lai+a,j+ak)bi+bj+bk)=...=ab +ab, +ab,
Posljedice:

- 2 2 2
, |a|:\/ax +a,” +a,

i-b ab. +ab, +ab pia
Q) cosp=2"2 = ot Bt e B : (0@3—).
alle| a2 +a a7 +b7 4 2

() d-d=a,’ +a,’+a.’ =|d’

Primjer:
Neka su zadani vektori a = {3, 3, 3} ib= {1, 1, O}. Odrediti skalarnu 1 vektorsku projekciju

vektora @ na vektor b .
{1 1, ()} {i £ 0}

b={10 = \5\:\/5 — B =L :

L 22 g

§|

Skalarna projekcija vektora @ na b: a,=ad -50 = {3,3,3} .

2 2

Vektorska projekcija vektora a na b: ab =a, bo = 3\/_{ 0= {3, 3, 0} =3/ +3/.

\/_Q’}

Vektorski produkt vektora

Vektorski umnosci jediniénih vektora 7, 7, k:
ixi=jxj= kxk=0,
1><]=—(]><z)=l€; Jx l€=—(l€><]')=f; l;xz?=—(z7><l€)=]’.
Slijedi:
axb—(az+ay]+a k) (bl?+by]+bzl€)= ...... =
=(aybz -a,b (asz —axbz)]-i-(axby —a,b )l;

Druk¢iji na¢in zapisivanja (pomocu determinante treceg reda):

ik
ixb =la a, a,|=.... = (aybz —azby);-i-(asz _axbz)j+(axby _abe)];
b, by b,
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Mjesoviti produkt
Neka su zadani vektori @,b,¢ svojim komponentama:
{ax,ay,az} =a,i+ ayj + azlg ,

{b.b,.b,} =bi+b,j+b.k,

QY
Il

b

c :{cx,cy,cz} =c,d+e,jtck .

Mjesoviti produkt vektora b,¢ je broj

axb)-c =
=la,b. ~a.b, e, ~(ab. ~a.b)e, +lab, ~a,b, k.

Druk¢iji nadin zapisivanja (pomocu determinante treceg reda):

a, a, a,

X y
@xb)e=b, b, b.|==la,b.~a.b e, ~(ab. ~a.b e, +(ab, ~ab, k.
¢, ¢, ¢,

Sada je lako provjeriti valjanost sljedeceg teorema:

Teorem
Vektori @,b,¢ su komplanarni ako i1 samo ako je ispunjeno ( xb ) =0.0

Primjeri:

1. Odrediti volumen i visinu paralelepipeda kojeg razapinju vektori @ = {1,2,0}, b = {-2,-2,1}

i¢=1{04]1}.
1 2 0
+V =(axb)-c=]-2 2 l==-2=7V=2,
0 4 1
ik S
(axl;):ax a, a, :---=217—]+21€ = ‘5><l;‘=3 = V=M:E.
b, b, b axp| 3

2. Dalisu vektori a = {1,—4,5}, b= {2,6, —8} 1¢= {— 4,2,4} . komplanarni?
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a a a

x y z

Drugim rijeima pitamo se da li je |b, by b,|=0?
¢, ¢, ¢,

a, a, a,

b, b, b,|=-124%0 = nisu

¢, ¢, ¢,

3. Ispitatidalisuvektori d =i +2j, b= — 3k i ¢=1i+2k linearno nezavisni.

Da bi vektori bili linearno nezavisni njihova linearna kombinacija mora iS¢ezavati na
trivijalan nagin. Dakle, ispitujemo dali c@+ b + % =0 = a=f=y=0.

a&+ﬂl§+y5=6,

a(f+2]’)+ ,H(]—3/€)+7(?+2l_€)=6,
a+y=0

(@+y)i +Q2a+B)j+(=3+27)k=0 = {2a+p=0 = a=pf=y=0.
—38+27=0

4. Nekasu A(1,-2,2), B(5-6,2), C(1,3,~1) vrhovi trokuta. Izratunati duljinu visine spustene iz
vrha B na stranicu AC.

1. naéin:

A_C:‘-th_C:xE

. h=?
Z" ~[04-3) =169 =5
AB|= {450} =16+25 =41

ik
ACxAB=|0 4 —3=-15{+12]+16k

4 -5 0
A AD 2 2 2 25
‘ACxAB‘=\/15 H12P 416 =25 = b=
2. nadin:
E-E:‘E‘-‘R‘cosazm-Scosa 4
. :COS(XZ—T
AB-AC ={4,-50}-{0,4-3}=—20 41
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—>AC

40}
i

{4 50} {O : 2}‘ :|—4| =4 ...duljina projekcije vektora AB na AC

— 2
=41-16=25= h=5

5. lIzraCunati povrSinu paralelograma ¢ije su dijagonale e=m+2n i ? =3m+ ; gdje je

n| = 1, ‘;1‘ =2 amin zatvaraju kut od 60°.

a 1 b su stranice paralelograma

bl -

P:‘;xl;
P:%‘(n_»1+22)x(3n_>1+n ‘z—‘3mxm+mxn+2nx3m+2nxn‘
p=S[ixin| = [l | -silclmal- 1.2 B2 3B

2 2 2 2
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