Matematika 1 6. Realne funkcije

6. REALNE FUNKCIJE

POJAM FUNKCIJE

U nekom algebarskom, geometrijskom ili fizikalnom zadatku mogu se pojaviti dvije vrste
veli¢ina; veli¢ine koje imaju uvijek istu vrijednost i veli¢ine koje mogu poprimiti razli¢ite
vrijednosti. Prve se nazivaju konstantama, druge varijablama.

Opcenito se konstante oznacavaju prvim slovima alfabeta: a, b, c, ..., a varijable posljednjim:
Xy Vs Zyeen

U matematici, ali ¢esto i u svakodnevnom zivotu, susreCemo se sa situacijom u kojoj jedna
od dvije ili viSe varijabli, ima to¢no odredenu vrijednost ¢im je dana vrijednost onih drugih.

Na primjer:

1.

Oznacimo li sa x duljinu stranice nekog kvadrata a sa y njegovu povrSinu, vrijednost
varijable y je potpuno odredena vrijednoSc¢u varijable x, §to zapisujemo, kao §to je
poznato, formulom:

y=x>.
Sli¢no, ozna¢imo li sa x i y duljine stranica nekog pravokutnika a sa z njegovu
povrsinu, vrijednost varijable z je potpuno odredena vrijednostima varijabla x 1 y, §to
zapisujemo formulom:

Z=Xy.
Neka se automobil giba konstantnom brzinom od 60 km/h. Oznacimo li sa x put, u
kilometrima, koji je automobil presao, a sa y vrijeme, izrazeno u satima, koliko je
dugo putovao, dobit ¢emo poznate formule:

x .
=— 1 x=60y.
y 0 y
Ako hipotenuza pravokutnog trokuta ima duljinu 5, duljina y jedne katete potpuno je
odredena vrijednoscu x druge katete, t;.
y=+25-x7,

ne raspravljajuéi na ovom mjestu za koje vrijednosti od x varijabla y poprima realne
vrijednosti.

U gornjim primjerima ¢emo reci da je: povrSina kvadrata funkcija duljine njegove stranice,
povrsina pravokutnika funkcija duljina njegovih stranica, itd. Dakle, pomocu funkcija
mozemo promatrati kako se mijenja jedna veliina ovisno o drugoj i time opisati zakonitosti
nekih pojava.

Danasnji pojam funkcije potjece od G. L. Dirichleta (1805-1859, njemacki matematicar):
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Matematika 1 6. Realne funkcije

Definicija
Neka su X,Y dva neprazna skupa. Ako je po nekom pravilu f svakom elementu x € X
pridruzen jedan i samo jedan element y € Y kazemo da je na skupu X zadana funkcija f sa

vrijednostima u Y.

Zapisujemo: f:X oY

x> f (x)
y=/)
Nazivi: X — podrucje definicije ili domena funkcije, X=domf,
Y — podrucje vrijednosti ili kodomena funkcije, Y = kodom f,
x — argument ili nezavisna varijabla, xeX;
v — vrijednost funkcije ili zavisna varijabla, veY;

Imf - slika funkcije £, Imf = f(X)={f(x) |xe X}cY.

Funkcije oznacavamo slovima f, g, 4, ....

Zadati funkciju znaci zadati domenu X, kodomenu Y 1 pravilo (propis) f po kojem se vrsi
pridruzivanje elemenata tih dvaju skupova.

Zadatak: Koja pridruzivanja dana dijagramima na slici 6-1 predstavljaju funkcije?

Sl. 6-1: Pridruzeni elementi skupova Xi Y

Graf funkcije

Graf G, funkcije f: X — Y je skup tocaka ravnine kojeg opisujemo na sljedec¢i nacin:
Gf :{(x,f(x))|xeX}gXxY.
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Matematika 1 6. Realne funkcije
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SI. 6-2: Graf G, funkcije f

Za graf se kaze da je funkcijski u odnosu na os x ako paralela s osi y sije¢e graf u najvise
jednoj tocki, tj.

(n=s(x) & »,=1(x) = »n=m.

Analogno, za graf se kaze da je funkcijski u odnosu na os y ako ga paralela s osi x sijece u
najvise jednoj tocki, tj.

(x]:f(y) & x2=f(y)) = X =X.

Restrikcija funkcije

f:X —>Y .. danafunkcija
Ac X

Funkcija f, = f|A = {f(x) | xXe A} je restrikcija funkcije f na skup A.

Sl. 6-3: Dijagram restrikcije funkcije fna skup 4

ProSirenje funkcije

f:X —>Y .. dana funkcija
XcB

Funkcija f; ¢ija je restrikcija na skup X sama funkcija £, t. f3|X = {f(x) | xe X} =1, je
prosirenje funkcije f.
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Matematika 1 6. Realne funkcije

Pojam injektivne i surjektivne funkcije
Funkcija f: X —> Y jeinjekcija (injektivna funkcija, injektivno ili “1-1” preslikavanje) ako
vrijedi:

Vx,x, e X, x #x, = f(x)# f(x,),ili ekvivalentno
Vx,x, e X,  flx)=f(x,)=x =x,.

Funkcija f: X — Y je surjekcija (surjektivna funkcija, surjektivno ili “na” preslikavanje)
akoje f (X ) =Y, tj. ako vrijedi da je svaki element u Y slika barem jednog elementa

domene:

(WyeY)(3xeX)y=f(x).

2

Za funkciju f : X — Y kazemo da je bijekcija (bijektivna funkcija, bijektivno ili “1-1”1 “na’
preslikavanje) ako je fistovremeno injekcija i surjekcija.

injektivna fja surjektivna fja bijektivna fia

Sl. 6-4: Dijagrami funkcija

Jednakost funkcija

Neka su zadane funkcije f,: X, = Y,1 f, : X, > Y, . Kazemo da je funkcija f| jednaka
funkciji f> 1 piSemo f; =f; ako vrijedi:

1. dom f =dom f,, tj. X;=Xa,
2. kodom f, = kodom f>, tj. Y1 =Ya,
3. filx) = fox), Vx € Xy, (X1 =X2).
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Matematika 1 6. Realne funkcije

REALNE FUNKCIJE REALNE VARIJABLE

Promatrat ¢emo uglavnom realne funkcije realne varijable.

Za funkciju f: X > Y kazemo da je realna ako je njezina kodomena podskup skupa realnih
brojeva, tj. kodom f=Y — R.

Za f'kazemo da je funkcija realne varijable ako je njezina domena podskup skupa realnih
brojeva, tj. dom f=X < R.

Zadavanje funkcija

Funkcije zadajemo:
1. Tablicom (tabelarno); = Tablica sadrzi vrijednosti x i vrijednosti funkcije f{x).
2. Grafom (graficki); Graf prati promjenu neke veli¢ine npr. o vremenu.
3. Formulom:
a) Eksplicitno;
b) Implicitno;
¢) Parametarski.

a) Eksplicitno zadavanje funkcije

Ako je pravilo po kojem se vrijednosti npr. od y dobivaju direktno za odbrani x, kazemo da je
y zadan kao eksplicitna funkcija od x.

Zapis: y=£fx)
2
Na primjer: y=1-x", y:L, y= =x
x—1 1
X+ —
2

Postavljamo pitanje da li su gornjim formulama zadane funkcije?

Ako je funkcija zadana formulom i ako nema dodatnih uvjeta, podrazumijeva se:

— podrucje vrijednosti (kodomena) je skup realnih brojeva i

— podrucje definicije (domena) je skup svih onih realnih brojeva za koje dana formula ima
smisla, tj. propisane operacije u formuli daju odredenu realnu vrijednost.

Tako odredeno podrucje definicije zovemo 1 prirodna domena funkcije.
Oznaka: dom f ili D(f).

Dakle, gornjim formulama su dane funkcije f: X > R, X R.

Primjer. f(x)=;1, D(f)=?
X+
1°) 2°)
2
I=x720 x+=#0
2<1/d )
X<l & -1<x<1 X# =
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Matematika 1 6. Realne funkcije

Domenu zadane funkcije ¢ini skup svih realni brojeva koji zadovoljvaju prvi i drugi uvjet, t;j.

p(r)=Fult {3},

Zadatak: Odrediti prirodnu domenu zadanih funkcija.

X
a) y:m, C) yZIOg(ZX—3),

b) y=+x"-5x+6, d) yzé.
Vx? =3x+2

b) Implicitno zadavanje funkcije

Funkcija je zadana implicitno ako je dana jednadzba koja sadrzava varijable x 1 y, pa se iz nje
y odreduje rjeSavanjem jednadzbe, za zadani x ili obratno. Prebace li se svi ¢lanovi na lijevu
stranu jednadZbe, ona prima oblik F (x, y) =0, gdje je lijeva strana neki izraz koji sadrzava x i y.

F (x, y) =0 je op¢i oblik implicitno zadane funkcije.
Primjeri:
. 2x-3y—-6=0; O kojoj se funkciji/ama radi?
a) 2x-3y-6=0 = y :§X—2.
Dakle, skup K = { (x,y) | 2x-3y—-6=0 } c Rx R je funkcijski.
b) 2x-3y-6=0 = x:%y+3.

Skup K ={(y,x)|2x-3y—6=0 | < RxR je funkeijski.

=+y1l-x
2.08) X’ +y'=1 = xX*+y°-1=0 = y’=1-x> = 7
y=—1-x’
x=+q1-y°
b) X’ +y’=1 = x’+)y’-1=0 = x*=1-y* = a
2
X=—4/1-y

Skup K = { (x.3)] 2"+ =1 } — RxR nije funkcijski, ali se mogu izdvojiti potskupovi koji

to jesu:
K, ={(x, 1—x2)‘ X +y =1 ;cRxR i K, ={ (x,—\ll—xz)‘ X’ +y =1 }CRXR,
odnosno,

K3={(y, 1—y2)‘ x2+y2=1}cR><R i Kﬁ{(y,—\/l—yz)\ x2+y2=1}cR><R-
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Matematika 1 6. Realne funkcije

¢) Funkcije zadane parametarski

Funkcija y = f (x) zadana je u parametarskom obliku, ako su x 1 y zadani u eksplicitnom
obliku kao funkcije neke pomoc¢ne varijable ¢, koju zovemo parametrom, tj.

{x=(p(t) telcR
v=y()

Svakoj vrijednosti ¢ € I odgovara par vrijednosti x, y, odnosno jedna tocka ravnine: (go(t), 1//(1‘)) .

Primjeri:
1. Napisati parametarsku jednadzbu pravca y =ax+5b.

{x=t L [x=t-1 .
, teR, il , teR, itd.
y=at+b y=a(t—1)+b=at+(b—a)

2. Parametarska jednadzba kruznice:

xX=rcost
{ o telo, 2x].
y=rsint

Kvadriranjem i zbrajanjem tih dviju jednadbi slijedi njen implicitni oblik: x* + y2 =r’,a

odavde eksplicitni: y, , = +r? —x* .

3. Parametarska jednadzba elipse:
{x =acost

o te[O, 27[].
y =bsint

2 2
Kvadriranjem i zbrajanjem tih dviju jednadzbi slijedi njen implicitni oblik: (ij + (%) =1,a
a
b
odavde eksplicitni: y, , = e
a

4. Parametarska jednadzba cikloide:
{x = r(t—sint)
, telo, 2z].

y=r (1 —cos t)

Cikloida je krivulja koju opisuje tocka kruznice polumjera » kad se kruznica kotrlja po pravcu bez
klizanja, pri Cemu je ¢ — kut za koji se zarotirala kruznica.

Y cikloida (r =1)
of - '

2 3w 4

S1. 6-5
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5. Parametarska jednadzba astroide:

3t

X =acos 2
, L

y=asin3—

4

€ [O, 872].

Astroida je krivulja koju opisuje toc¢ka kruznice kad se kruznica kotrlja po drugoj kruznici
pri ¢emu je omjer m polumjera fiksne i rotirajuce kruznice jednak 4.

a - polumjer fiksne kruznice
b - polumjer rotirajuce kruznice

t — kut za koji se zarotirala kruznica

a . . C e, "
— =m - omjer polumjera fiksne i rotiraju¢e kruznice

b

VYA
2.
astroida (a=2,m=4)
2)"
/',.lr ‘.
4 X
0 L 2
-1
-2

Sl. 6-6

Opcenito, ako se kruznica kotrlja izvana — epicikloida, ako se kotrlja iznutra — hipocikloida.

Napomena: Implicitna jednadzba astroide (koja se dobije eliminacijom parametra ¢) glasi
2 2

x> +yd=ad.

Algebarske operacije s funkcijama

Neka su zadane dvije funkcije f,g:X — R,inekaje r € R. Tada su

f+eg f—-g f g ! (g(x) #0, Vx e X), rf nove funkcije iz X u R definirane formulama:

el S S

zbroj funkcija;
razlika funkcija;

produkt funkcija;
kvocijent funkcija;

umnozak funkcije brojem.
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Matematika 1

Monotonost funkcije

Neka je

f:X>R, XcR.

Ako vrijedi

Vx,x, e X, x<x,= flx
Vx,x,eX, x<x,=f
Vx,x,eX, x<x,=f
Vx,x,eX, x<x,= flx

6. Realne funkcije

f je strogo rastuca funkcija;

f je rastuca funkcija;

£ je strogo padajuca funkcija;

f je padajuca funkcija.

Za funkciju f'kazemo da je monotona ako je rastuca ili padajuca, odnosno strogo monotona

ako je strogo rastuca ili strogo padaju¢a funkcija.

Funkcija f: X — R je po dijelovima monotona ako se svaki kona¢ni interval iz domene

moze rastaviti na kona¢no mnogo intervala na kojima je funkcija f monotona.

Napomena: Veza stroge monotonosti i injektivnosti funkcije!

Parnost i neparnost funkcije

Nekaje f: X — R, gdje je domena X simetri¢na s obzirom na ishodiste koordinatnog

sustava, tj. x € domf = —x € domf .
Za funkciju f'kaZzemo da je parna ako je

f(x)

odnosno neparna ako je

f=x)=-f(x),

Slijedi da je graf parne funkcije simetri¢an s obzirom na os y, a da je graf neparne funkcije
centralno simetrican s obzirom na ishodiste koordinatnog sustava.

(x.fx))

parna funkcija

i
1

1

1

1

)

!
X
neparna

Y

X

funkcija
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Omedenost funkcije

Funkcija f: X > R, X < R je omedena (ogradena ili ogranicena) ako je slika funkcije
f(X) = {f(x) | xXe X} omedena, tj. ako postoje brojevi m,M € R takvi da je

me(x)SM, VxeX.

Graf funkcije f'se nalazi izmedu pravacay =m iy = M.

Periodicne funkcije

Funkcija f: X - R, X < R, je periodicna ako postoji broj p € R, p #0 takav da je
f(x)=fx+k-p), kez.

Broj p zovemo period funkcije f.

Primjer:
. : 2 . .
y=sinx, period pzT:27z > smxzsm(x+k-27r),
2
y= Si”(”x) ) period p = =2 = Sin(nx) = sin(n(x +k- —”D .
n n

Linearne transformacije grafa

Neka je dana funkcija y = f (x) ineka nam je poznat njen graf G, = {(x f (x))| xeX }
Kako konstruirati graf funkcije y =« f ( Px+ a)+ b iz zadanog grafa funkcije y = f (x)?

- Graf funkcije y :f(x + a), a >0 (a <0), dobiva se iz grafa funkcije y = f(x) njegovom
translacijom ulijevo (udesno), duz osi x, za vrijednost |a|.

- Graf funkcije y = f( x)+ b,b>0(b<0),dobiva se iz grafa funkcije y = f(x) njegovom
translacijom duz osi y u pozitivnom smjeru (u negativnom smjeru), za vrijednost |b|.

y y
y=f (x)+b

y=f(x+a) y=f(x) y=f(x-a) y=Ff(x)

7
/”

S1. 6-8: Neke linearne transformacije grafa

y=f (x)-b

N\

R\\G
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Matematika 1 6. Realne funkcije

- Tocke grafa funkcije y = f (,B x), dobivaju se zamjenom tocke (xo, Yo ) € Gy toCkom
(x—o, yoj . Mogu¢nosti su sljedece:
a
a) f=-1 = simetrija s obzirom na os y;

b) |A>1 = skupljanje (suzenje) grafa Gy |f| puta u smjeru osi x.
U slucaju da je fnegativan transformacija je pracena i simetrijom s obzirom na os y;

c) |A<1,B#0 = rastezanje (proSirenje) grafa G, |4 puta u smjeru osi x.
U sluc¢aju da je fnegativan transformacija je prac¢ena i simetrijom prema osi y.
- Sli¢no prethodnom, za dobivanje grafa funkcije y =« f ( x), mogucnosti su sljedece:
a) a=-1 = simetrija s obzirom na os x;

b) |o|>1 = rastezanje (proSirenje) grafa G || puta u smjeru osi y.
U slucaju da je o negativan transformacija je pracena i simetrijom s obzirom na os x;

¢) |af<1, a#0 = skupljanje (suZenje) grafa G, || puta u smjeru osi y.
U sluc¢aju da je o negativan transformacija je pracena i simetrijom prema osi x.

- Do grafa funkcije y = f (ﬁ' X+ a) + b dolazimo kombinacijom gornjih postupaka.

KOMPOZICIJA FUNKCIJA

Kompozicija funkcija ili slaganje funkcija je najopcenitija, najprirodnija 1 najvaznija operacija
nad funkcijama!

Definicija

Neka su X, Y neprazni skupoviinekasu f: X > R, g:Y — R funkcije zadane na X
odnosno Y sa vrijednostima u R. Ako je slika funkcije f'sadrzana u skupu ¥, tj. f (X )C Y tada
je sa

h(x)=(go fhx)=g(f(x)) vxex

dana funkcija /#:X — R koja se naziva komporzicija funkcija 1 g.

Sl. 6-9: Kompozicija funkcija /i g
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Matematika 1 6. Realne funkcije

+2
Primjer: Odrediti kompozicije go f, fog funkcija f(x)="—= i g(x)=——.

x—1 x—1
x+2
(ae )=l = 37 = 25t ==
x-1
S
e
.

Napomena: opCenito je go f # fog.

Zadatak: Odrediti trazene kompozicije zadanih funkcija.

F)=x", gl0)=vr, h(x)=——;

1+ x
gof:?, fog:?, goh:?, hog:?, hogof:?

Teorem
Neke su dane funkcije f - X, > X,, g:X, > X;, h:X;, > X, ineka su definirane

kompozicije hog, (hog)of, gof, ho(go f). Tada vrijedi:
(hog)of=holgof).

Dokaz.

Budu¢idaje f (X | ) c X,, a funkcija g je definirana na X,, kompozicija go f je dobro
definirana. Analogno za ostale.

Provjerimo dalje da vrijedi:

[(hog)o fla)=[ho(ge f)lx). vrex,.

Prema definiciji kompozicije,

[(ho g)of] (x)=(hog)f(x)=h(g (f(x))), odnosno
[7o(go x)=h((go fNx)=h(g (f(x))).®
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Matematika 1 6. Realne funkcije

INVERZNA FUNKCIJA

Nekaje f:X — 7Y injektivna funkcija, tj.

Vx,x, € X, x1¢x2:>f(xl)¢f(x2) Vv f(xl):f(xz):xlzxz-

Promatramo li graf funkcije f, zbog gornje formule je on funkcijski s obzirom na os x i s
obzirom na os y. Zbog toga mozemo definirati novu funkciju koja elementima iz f(X )
pridruzuje elemente iz X.

Definicija

Nekaje f : X — Y injektivna funkcija. Svakom elementu y € f (X ) pridruzimo
jednoznac¢no element x € X koji se s fpreslikava uy i ozna¢imo ga x = f ' (y) Ovako
definiranu funkciju £~ : f (X ) — X nazivamo inverznom funkcijom funkcije f .

Ako je fbijekcija, ondaje f(X)=Y,paje /7 :¥V > X .

Napomena: Graf funkcije dane formulom y = f (x) 1 graf funkcije dane formulom

x=f" (y) , kad y primi sve vrijednosti iz f (X ) , se podudaraju, tj. oni su isti skup tocaka u
ravnini (Gf = G p ) . Medutim, uobicajeno je da se kod crtanja grafa argument (nezavisna

varijabla) funkcije oznadi sa x, pa tako za inverznu funkciju £~ imamo:

G. = {(x,f_1 (x)) ‘ xe f(X)} )

Slijedi da su grafovi G, 1 G - simetricni s obzirom na pravac y = x. Vidi sliku 6-10!
y

S1. 6-10: Grafovi funkcija fi /'

Iz definicije inverzne funkcije slijedi da je ispunjeno:

Lo (e s )= ()= 7"0)=x.1.
(f_l ° f) =i_, gdje je i, identitata na x,
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Matematika 1 6. Realne funkcije

2 (o= )= 1= .4
(f ° f’l) =1,, gdje je i, identitata na y,
a osim toga je ispunjeno i

3. Akosu f g dvije funkcije, g o f njihova kompozicija, tada vrijedi:
(gof)'=f"og™

Teorem
Nekaje f: X > R, X < R strogo monotona funkcija. Tada vrijedi:

1) fima inverznu funkciju f';
2) Ako f'strogo raste na domeni X, onda /' strogo raste na f (X ) ;

3) Ako fstrogo pada na domeni X, onda /' strogo pada na f (X ) .

Dokaz.

Ad1)

fje strogo monotona funkcija =

(Vx5 € X) x <x, = flx)< f(x,) ili (Vx,x,eX) x <x, = f(x)> flx),
odakle slijedi injektivnost funkcije f, ¢ime je tvrdnja dokazana.

Ad?2)
Tvrdimo: (x, <x, = f(x)<f(x,) = y <y =" () <f" (1)
Pretpostavimo suprotno: (x, <x, = f(x,)< f(x,)) = »<»n & (»)= " ().
)z () L of
f(f’1 (yl)) > f(f*1 (s )) = y, > y,, §to je suprotno pretpostavci.
Dakle, tvrdnja je istinita.

Ad 3) Analogno prethodnom. @

Teorem
Ako za funkciju y = f'(x) postoji inverzna funkcija y = g(x), ona je jedinstvena.

Dokaz.
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje barem dva inverza. Neka su to funkcije g; 1 g» za koje
vrijedi:

g #g, (gof)=i, (fogl):iy,odnosno (g,°f)=i.. (f°g2)=iy. (*)
Zelimo dokazatidaje VyeY, g (v)=g,(»).

Upotrebom jednakosti sadzanih u (*), slijedi:

g (»)=i(&(»)=>(-g)y)=((g°/)g)¥)=(g°(fg))(»)=

¢ime je tvrdnja dokazana. @
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Matematika 1 6. Realne funkcije

Zadatak: Odrediti inverzne funkcije danih funkcija.

a) f(x)=x-5, b) flx)=Yx>+1, o flx)= Al d) f(x)=1log, x.

x+1
Adb)
y=3x"+1
Zamijenimo mjesta varijablama x i y > X = {/ﬁ
Izrazimo y kao funkciju od x > x= %/m / ’
x=y*+1
y =x' -1

M2 =+x’ -1

Slika grafa zadane funkcije i dobivenih inverznih funkcija:
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