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13. SFERNA TRIGONOMETRIJA

uvoD

Trigonometrija je dio geometrije unutar koje se proucavaju odnosi izmedu stranica i kutova u
ravninskom i sfernom trokutu pomocu trigonometrijskih funkcija. Trigonometrijskim
funkcijama se, kao $to znamo, racunaju elementi trokuta, svojstva periodi¢nih pojava te
izvode druge funkcije.

Sferna trigonometrija je trigonomrtrija na kuglinoj povrsini (sferi).

Sferna se trigonometrija pocela razvijati prije ravninske (obicne) trigonometrije i to iz potreba
navigacije, astronomije itd. Danas ima veliku vaznost u pomorskoj, zrakoplovnoj 1 satelitskoj
navigaciji, astronomiji, geofizici itd.

Osnovni pojmovi

Sfera je skup svih toCaka prostora koje su jednako udaljene od ¢vrste tocke O, koja se zove
srediste ili centar sfere, a ta udaljenost radijus R sfere. Oznaka: S(O;R).

Standardna sfera je sfera s centrom u ishodistu prostornog koordinatnog sustava, radijusa 1.
Oznaka: S(O;1).

Glavna il velika kruznica sfere je kruznica koju dobivamo ako sferu presje¢emo ravninom

kroz njeno srediste, a ¢iji je radijus jednak radijusu sfere.

Orijentirana glavna kruznica sfere je glavna kruznica na kojoj je odabran smjer (pozitivan,
negativan).

= Svaki presjek sfere polumjera R nekom ravninom je kruznica polumjera »; 0 <r < R.
r=0 = kruZnica se steze na tocku,
r=R = glavna kruznica.
Presjec¢na kruznica moze biti i imaginarna.

Antipodalne tocke glavne kruznice su njene dijametralno suprotne toc¢ke. Ozac¢avamo ih C'i
C’ili Ci-C.

= Za svake dvije tocke 4, B sfere S(O;R) koje nisu dijametralno suprotne postoji jedinstvena
glavna kruznica na kojoj one leze. Ta se kruznica dobiva kao presjek sfere i ravnine
tockama 4, B i sredistem sfere O.

= Kroz dvije dijametralno suprotne tocke prolazi beskona¢no mnogo glavnih kruznica.
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Udaljenost to¢aka 4, B € S(O;R) se definira kao duljina manjeg luka AB glavne kruznice
kroz A1 B. Luk AB odreduje kut Z40B =« .

Duljina luka AB, za kut « izmjeren u radijanima: |AB| =R-«.

Duljina luka AB, za kut & izmjeren u stupnjevima: | AB| -R-a- 1 2;) .
Na standardnoj sferi: |AB| = a, odnosno |AB| —a- 187;0 '

Geodetska krivulja je najkraca spojnica dviju tocaka neke plohe.
= Geodetske krivulje na sferi su glavne kruznice.

Sferni dvokut. Dvije glavne kruznice dijele povrsinu sfere na Cetiri dijela, na ¢etiri dvokuta, od
kojih su dva i dva nasuprotna medusobno jednaka. Drugim rijecima, dvokut je dio sfere medu
dvjema glavnim polukruznicama.

Tocke u kojima se sijeku glavne kruznice koje omeduju dvokut zovu se vrhovi dvokuta.
Dvokut je odreden kutom dvokuta, tj. kutom izmedu glavnih kruznica koje ga omeduju,
odnosno tangentama na te kruZnice u njegovim vrhovima. Oznacimo li s a kut dvokuta, onda
jel0<a<r.

Dvije glavne kruZnice sfere Sferni dvokut
Zadatak. IzraCunati povrsinu P, sfernog dvokuta s kutom o u lu¢noj mjeri.

Povrsina P, ovisi o kutu o 1 polumjeru R sfere, tj. P,= P, (o, R).
Neka je P, povrsina sfere, P, = 4R’ 7 .

Iz omjera
a:2r=P,:P, = P, =P,-— = P =2R’a.
2r
Ako je kut o izmjeren u stupnjevima, P, =2R’a - 1;)0 .
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Usporedba geometrije na sferi s onom u ravnini

Prije daljnjeg upoznavanja s pojmovima i odnosima medu elementima i geometrijskim
tvorevinama na sferi, usporedimo neke od njih s onima u ravnini.

U ravnini Na sferi

- tocCka - tocka

- geodetska krivulja je pravac - geodetska krivulja je glavna kruznica
- kruZznica - sporedna kruznica

- duzina - luk glavne kruznice

- kut izmedu dva pravca

kut dviju glavnih kruznica

- jednom tockom izvan zadanog pravca — dvije se glavne kruznice uvijek sijeku
prolazi samo jedna paralela s tim pravcem 1 to u dvije antipodalne tocke

- pravac je neogranicen — glavna kruznica je ograni¢ena

- itd. — itd.

= Euklidska geometrija = geometrija na sferi spada u tzv.

neeuklidske geometrije

Za detaljniju usporedbu i upoznavanje s Euklidskom i neeuklidskim geometrijama vidi npr.
[Hanzek].

SFERNI TROKUT

Definicija
Neka su 4,B,C € S(O; R) tri totke koje ne leZe na istoj glavnoj kruznici i nikoje dvije nisu

antipodalne tocke. Spojimo li te tri tocke trima lukovima glavnih kruznica, onda se dio sfere
omeden tim lukovima zove sferni trokut s vrhovima A, B, C 1 obiljezava A ABC .

Napomena: Podrazumijevamo da su glavne kruznice orijentirane, jer bi u protivnom mogli
promatrati 8 sfernih trokuta.

Elementi sfernog trokuta:

AB=c A’, B’, C’— antipodalne tocke tocaka 4, B, C
BC=a a,fB,y — kutovi sfernog trokuta
CA=b — kutovi medu stranicama tj. medu tangentama

na glavne kruznice u vrhovima trokuta
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Vrijedi: — dva sferna trokuta su sukladna ako su im odgovaraju¢i elementi jednaki, tj.
a=a',b=0b', c=c, a=a', p=p', y=y';
— dijametralno suprotni trokuti A ABC i A A'B'C" su sukladni, §to ozna¢avamo
ANABC=nNAB'C',
— iz definicije sfernog trokuta slijedi da za stranice 1 kutove sfernog trokuta na sferi
S(O;R) vrijedi: 0<a,b,c<Rzm, O<ea,B,y<r.

Definicija
Sferni trobrid je figura koja nastaje kad vrhove sfernog trokuta spojimo s centrom sfere.

OA,0B,0C - bridovi trobrida
OAB,OBC,0CA - strane trobrida

Vrijedi: Za standardnu sferu je ispunjeno kako slijedi
a= |Bﬁc| = Z(COB)=a-1=a,
S(0:1)= b= |AmC| = Z(A40C)=b,

c=|AmB| = Z(40B)=c.

Svojstva sfernog trokuta

Teorem
1) a+b>c, |a—b|<c;
2) a+p<y+rm;

3) a=bsa=p, tj. nasuprot jednakim stranicama leze jednaki kutovi 1 obratno;
4) a<bsa< p, tj. nasuprot ve¢oj (manjoj) stranici lezi veéi (manji) kut i obratno;
5) Suma kutova u sfernom trokutu: T<a+pf+y<3m,

Suma stranica u sfernom trokutu: O<a+b+c<2Rr.
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Dokaz

Tvrdnje dane ovim teoremom se provjeravaju pouccima koji slijede, a mogu se naci npr. u
[Pavkovi¢, Veljan], ili [Hanzek]. Mi ¢emo provjeriti istinitost tvrdnje 5.

Dokazimo kao prvo da za stranice u sfernom trokutu standardne sfere (R = 1) vrijedi relacija
O<a+b+c<2r.

Zadani sferni trokut nadopunimo preko svake njegove stranice na odgovarajuci sferni dvokut
(vidi sliku). Ova nadopuna daje nam tri nova sferna trokuta I, II, III na koje ¢emo primijeniti
prvu tvrdnju ovog teorema, tj.

T—c+rx—-b>a>0
T—a+mx—c>b>0/+

7-b+mr—a>c>0

= 0O<a+b+c<2r.0

Za dokaz druge nejednakosti treba nam pojam polarnog trokuta.

Polarni trokut

n
Neka je AB luk na pozitivno orijentiranoj glavnoj kruznici & sfere. Tocka K sfere koja se
nalazi na dijametru sfere koji je okomit na ravninu te glavne kruznice, u pozitivnom smjeru,

zove se pol luka AB , odnosno pol kruznice k. Kruznica k zove se polara, a pridruzivanje
k <> K polaritet.

Neka je AABC sferni trokut 1 neka su redom:
A’ —pol luka BC, tj. stranice a
B’ —pol luka CA4, tj. stranice b

C’ —pol luka 4B, tj. stranice c.
= polarni trokut NA’'B’C’.

Za trokute AABC 1 AA’B’C’ kazemo da su medusobno polarni.
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Nije teSko pokazati da za elemente a’, b’,c',a’, B',y' polarnog trokuta vrijede relacije:

a+a =rx a'+a=rx
p+b=xy 1 p'+b=rx;.
y+c' =nx y'+e=nx

- Tz :
Na primjer, a':5+5—a:7r—a, itd.

Dokazimo sada da za svaki sferni trokut vrijedi 7 <« + f + y <3z . Primijenimo dokazanu
nejednakost 0 < a + b+ ¢ <27z na polarni trokut A4’B’C™:

O<a'+b'+c' <27
O<zm—a+rn—-pf+r—-y<2r
= 0<3r—(a+p+y)<2r = -3r<a+pf+y)<-n = m<a+pf+y<3r.l

Sferni eksces i sferni defekt
Iz tvrdnje 5) slijedi da je suma kutova u sfernom trokutu veca od n. Razlika sume kutova i «t
je kut koji se zove sferni eksces i oznaCavas e, tj. e=a+ f+y—rx.

Osim toga iz 5) slijedi da je suma stranica u sfernom trokutu na standardnoj sferi manja od
27. Razlika izmedu 27 i sume stranica je veli¢ina koja se zove sferni defekt i oznacava s d, tj.
d :27r—(a+b+c).

Teorem
Povrs$ina P sfernog trokuta jednaka je umnosku sfernog ekscesa i kvadrata radijusa sfere, tj.

P=¢R.

Dokaz
Promatramo A ABC i A A'B'C" . Nadopunimo A ABC na dvokute i odredimo im povrSinu:

P+P(4'BC)=2R’a
P+ P(B'AC)=2R*p| +
P+ P(C'BA)=2Ry

(4
(B

3P+ P(A'BC)+ P(B'AC)+ P(C'BA)=2R*(a + B +7) (*)
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Trokuti A ABC, A A'BC , A B'AC, A C'BA ¢&ine polusferu pa je zbroj njihovih povrSina jednak
polovici povrSine sfere, tj.

P+ P(4'BC)+ P(B'AC)+ P(C'BA)= 2R’ .
Uvrstimo 1i to u (*) slijedi

P=R*(a+p+y)=R.L

Napomena
T

Ako su kutovi izmjereni u stupnjevima, povriina sfernog trokuta dana je sa: P = R’s- 150 °

OSNOVNE VEZE MEDBU ELEMENTIMA SFERNOG TROKUTA

Teorem (kosinusov poucak za stranice)

(1) cosa =cosb cosc+ sinb sinc cosa ;
(2) cosb =cosc cosa+ sinc sina cos f ;
(3) cosc=cosa cosb+sina sinbcosy .

Dokaz
Ad (1) Neka je sfera standardna, t;.

$(0:1)= |04 =|0B|=|oc| =1.

Nekasuﬁ:O—B', \7=0—C',L7J_@, V104 = ﬁ~\7:|ﬁ||§|cosa=cosa.

Izrazimo OB, OC pomocu u, v i OA.

Iz slika

B 'sinc sihb" “¢C
slijedi

OB = cosc O—A+sincﬁ, OC = cosb @+sinb17, O—B-R’:l-l-cosazcosa,

t. cosaz(cosc 54+sincﬁ)-(cosb 54+sinb17):---=c0sb cosc+sinb sinc cosa .|
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Teorem (sinusov poucak)

Sinusi kutova sfernog trokuta odnose se kao sinusi nasuprotnoh stranica, tj.
sina _sinf3 _ siny

sina  sinb  sinc
Drugi zapis sinusovog poucka: sinq :sinf : siny =sina : sinb : sinc.
Dokaz

1z kosinusovog poucka za stranice imamo da je
cosa—cosb cosc

coso = - -
sinb sinc

Upotrijebimo gornju jednakost da bismo izracunali

.2 2 2 2 2
sin“a  1-cos”a 1—cos”b—cos” c—cos” a+2cosa cosb cos

.2 .2 - . 2 . 2 . 2
sin” a sin” a sin” a sin” b sin” ¢
Analogno, uz
cosb—cosccosa . cosc—cosa cosb
cos f = - - icosy= - -
sinc sina sina sinb
dobivamo
. 2 2 2
sin® B 1—cos 1—cos”b—cos” c—cos” a+2cosa cosb cos .
— — teeene — 1
.2 .2 .2 ) .2 >
sin~ b sin~ b sin” a sin” b sin” ¢

. 2 2 2
sin®y  1—cos*y l—cos”b—cos” c—cos” a+2cosa cosb cos

sin* ¢ sin* ¢ sin® a sin® b sin* ¢

.2 .2 . 2 . . .
sin"a _sin” B sin"y N sina _sinf3 _ siny .

Jednakost desnih strana = —; — — : : :
sin~a sin"b  sin”c sina  sinb  sinc

Teorem (kosinusov poucak za kutove)

U sfernom trokutu vrijedi
(1) cosa =—cos B cosy +sin B siny cosa,

(2) cos p=—cosy cosa+siny sina cosb,
(3) cosy =—cosa cos B+ sina sin  cosc.

Dokaz
Neka je AA'B'C' polarni trokut trokuta AABC .
Po kosinusovom poucku za stranice za A4'B'C" slijedi
cosa' =cosb' cosc'+sinb' sinc' cosa', tj.
cos(m —a) = cos(x — ) cos(w — y )+ sin(x — B) sin(z — y) cos(x — a).
Racunom slijedi
cosa =—cos [ cosy +sinfsiny cosa.
Analogno se provjeravaju i druge dvije formule. []
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Teorem (kotangensovi stavci)
U sfernom trokutu vrojedi

(1) ctgb sinc =cosc cosa + sina ctgf, (4) ctgc sinb =cosb cosa + sina ctgy ,

(2) ctgc sina = cosa cos [+ sin B ctgy , (5) ctga sinc = cosc cos f+sin f ctga,

(3) ctga sinb =cosb cosy + siny ctga , (6) ctgb sina = cosa cosy +siny ctgf3.
Dokaz

Po kosinusovom poucku za stranice i sinusovom poucku slijedi
cosb = cosa cosc+sina sinc cos 3,
cosa =cosb cosc+sinb sinc cosa i

) sinb sina
sing=———
sin
Uvrstimo li izraze za sina 1 cos a iz druge 1 trece jednakosti u prvu, dobivamo

o sinb sina
cosb = (cosb cosc + sinb sinc cosa) cosc+ | ———

- ] sinc cos 3.

sin

Nakon sredivanja i zamjenivsi (1 —cos’ c) sa sin’ ¢ prethodna jednakost poprima oblik
cosb sinc = sinb cosc cosa + sinb ctgf sina ,

odakle, dijeljenjem sa sinb dobivamo jednakost (1).

Analogno se provjeravaju i ostali stavci. [

Formule za polovine kutova (S — formule)

Da bismo odredili formule za polovine kutova, koje su za rjeSavanje zadataka vezanih uz
sferni trokut od izuzetnog znacaja, krenimo od prve relacije iz kosinusovog poucka za
stranice, tj.

cosa—cosbcosc

cosa =cosbcosc+sinbsinccosa = cosa=

sinb sinc
[zraCunajmo
.a+b—-c | a-b+c
a cosa—cosbcosc 2sin 2 S 2
.2 -
2sin“ —=1-cosa=1- - - == - -
2 sinb sinc sinb sinc

Uz kraticu: 2s=a+b+c,

[\®}

(S—a)=—a+b+c
= 2(s-b)=a-b+c

2As—c)=a+b-c
Upotrijebimo li gornje oznake,

cin? % _ sin(s —b)-sin(s —c)

; (*)

2 sinb sinc

20 _ Sins~sin(s—a)

1 analogno cos (**)

2 sinb sinc
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()2 (%) =
g a_ sin(s —b) sin(s - c)
2 sin s Sin(s - a)
g a_ sin(s —a) sin(s —b) sin(s - c)
2 sin s Sinz(s—a)
tgﬁ _ 1 \/Sin(s - a) Sin(s - b) sin(s - c)
2 Sin(s ~a) sins

sin(s —a) sin(s —b) sin(s —c)

Oznacimo li: & = \/ . , slijede formula polovine kuta
Sin s
tggZL 1 analogno tg?:# tg%:

sin(s —b)’ sin(s —c)

Vrijednost £ ima geometrijsko znacenje, tj.
k=1gr,, gdjeje
r, - sferni polumjer upisane kruznice

- g (k)= g [\/Sin(s —a) sin(s —b) sin(s - C)J'

u .
sins

Formule za polovine stranica (o — formule)

Formule za polovine stranica izvode se iz kosinusovog poucka za kutove, ponavljajuci izvod
formula za polovine kutova.

Na kraju se dobivaju formule

tggzcm(a)—a)-l(, tggzcw(w—ﬂ)'K: tg§=005(0)_7/)~1<,gdjeje

—CoS @

k= \/cos(a) —a) cos(w— B) cos(w—y) "

Geometrijsko znacenje vrijednosti K:
K =1gr, ,gdieje

r, - sferni polumjer opisane kruznice

r,=1g"(K)=1g" w cos(@—a) CO_S(C;S—G),B) cos(w - 7)) '
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PRAVOKUTNI SFERNI TROKUT

Pravokutni sferni trokut je sferni trokut koji ima bar jedan pravi kut.
Za razliku od trokuta u ravnini, sferni trokut moze imati dva pa i tri prava kuta.

Nazive prenosimo iz ravne trigonometrije: a, b —katete; ¢ — hipotenuza.

Formule pravokutnog trokuta

. y . T D . .
Kosinusov poucak za stranice [7/ = Ej : cosc=cosacosb; “sferni Pitagorin poucak”
. y V4 ) sina ) sinb
Sinusov poucak | y =—|: sina=——, sinff=——.
2 sinc sinc

Sve formule za pravokutni sferni trokut moZemo lako zapisati i pamtiti pomo¢u matematickog
pravila poznatog pod nazivom Napierovo pravilo.

Napierovo pravilo
John Napier (1550 - 1617), Skotski matematicar

Pravokutni sferni trokut AABC.
Elementi trokuta: a, B - kutovi
T V4

——a, ——Db - katete; c— hipotenuza
2 2

Za svaki od 5 elemenata na slici imamo 2 susjedna i 2 nesusjedna elementa, npr. za element 3
o . T P 4
susjedni su ¢ 1 3 a, anesusjedni o 1 3 b.

Pravilo:

Kosinus svakog elementa pravokutnog sfernog trokuta jednak je produktu kotangensa
susjednih elemenata, a jednak je i produktu sinusa nesusjednih elemenata.
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Napierovo kolo:

Prema pravilu, iz kola ¢itamo sve formule za pravokutni sferni trokut (10 formula):

cosc = ctga ctgf

cosc = sin(% - bj sin(% - aj =cosacosh’

T
cos = ctg(z - aj ctge =tga ctgc

3

cos [ = sin aszn[; — bj =sina cosb

sina = ctgf ctg(% — bj = ctgf tgb

b

T .
COS[E - aj =Sna =

sina =sina sinc

. Vs
sinb = ctga ctg(; - aj = clga tga

b

cos(% —bj =sinb =

sinb = sin f sinc

V4
cosa = ctg(z - bj ctge = tgb ctgc
cosa = Sll/l(E - aj sin f = cosa sin

Napomenimo da je John Napier uveo prirodne logaritme, tj. logaritme s bazom
e=2,71828182....

Neka svojstva pravokutnog sfernog trokuta

Svojstva koja ¢emo navesti slijede iz odnosa za kutove sfernog trokuta ili iz deset formula
pravokutnog sfernig trokuta. Dokazi tih svojstava nisu teski i mogu se naci npr. u [Hanzek] ili
[Justinijanovic].
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Neka je dan pravokutni sferni trokut A4BC, kojemu su a., 3 - kutovi, a, b - katete i ¢ - hipotenuza.
Tada vrijedi:

1 Z‘f—tg-l‘é'
. 82 g2 g2’

2. a—ﬂ<%<a+ﬂ;

3. Zean p < 3z ;
2 2

4. Kateta 1 njoj nasuprotni kut su uvijek istovrsni, tj. ili obje veli¢ine leze u prvom ili obje
leZe u drugom kvadrantu;

5. Kateta je manja od nasuprotnog kuta ako su oba ostri kutovi, a veca ako su oba tupi
kutovi. Drugim rijeima kateta, izrazena u stupnjevima, mora lezati dalje od 90° od njoj
nasuprotnog kuta;

6. Hipotenuza je po veliCini uvijek izmedu katete 1 njenog suplementa;

7. Hipotenuza je ostri kut ako su katete istovrsne, tj. sve tri stranice izrazene su kutovima iz
prvog kvadranta;

8. Hipotenuza je tupi kut ako su katete raznovrsne, tj. samo jedna stranica je iz prvog
kvadranta a ostale dvije su iz drugog kvadranta;

9. Hipotenuza je pravi kut ako je barem jedna kateta pravi kut;

10. Pravokutni sferni trokut moze imati dva pa i tri prava kuta.

RJESAVANJE SFERNOG TROKUTA

Rijesiti sferni trokut znaci iz tri zadana elementa odrediti ostale elemente. Na primjer, ako
zadamo tri stranice q, b, ¢ sfernog trokuta, kutove «, #,7 mozemo izrac¢unati iz kosinusovog

poucka za stranice. Ako su zadani kutovi «, £,y stranice a, b, ¢ sfernog trokuta mozemo
izraCunati iz kosinusovog poucka za kutove.

Osim poucaka i stavaka s kojima smo se do sada upoznali, prilikom rjeSavanja sfernog trokuta
cesto se upotrebljavaju D 'Alambertove 1 Napierove formule kao 1 L’ Huillierova formula za
sferni eksces.

D’Alambertove formule
Jean D’ Alambert (1717-1783), francuski matematicar, fizicar i filozof.

a—-b . a—b
cos sin
L a+ L a-—
sin 2 = 2 _ cosZ ,  Sin B = 2 _ cosl,
2 c 2 2 . C 2
cos — sin—
a+b . a+b
cos sin
o+ . a— .
cos B = = smZ , CoS B = = smz.
2 c 2 2 . C
cos — Sin—

Formule se dokazuju, pocevsi od kosinusovog poucka za stranice, primjenom lakih
transformacija.
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Napierove formule

cosa_b sina_b
a+p /4 a-p 2 /4
& 2 a+bcg2’ g 2 ,a+bcg2’

cos Si

2 2

cosa_'B Sina_ﬂ
tga+b= 2 th tga_b 2 -
2 cosa;'g 2 2 Sina;ﬂ 2

Ove se formule dokazuju iz D’ Alambertovih dijeljenjem odgovarajucih formula.

L’Huilierova formula
Simon A. J. L’Huilier (1750-1840), Svicarski matematicar

Ako su zadane stranice a, b, ¢ sfernog trokuta i oznacimo li 2s = a+b+c (opseg trokuta),
sferni eksces ¢ dan je formulom

l‘i_\/l‘its
g, =€t

2

2

o 5=C
g2

a
g

I ova se formula dokazuje iz D’ Alambertovih formula.

Vratimo se rjeSavanju sfernog trokuta. Buduci da tri od Sest elemenata a, b, ¢, «, 5,y sfernog
trokuta potpuno odreduju sferni trokut, postoji (g] = 20 razli¢itih kombinacija zadataka o
trokutu. Medutim, svi zadaci s jednakim medusobnim polozajem stranica i kutova Cine isti tip
zadatka, pa preostaje samo Sest tipova razliCitih zadataka od kojih si dva i dva odgovaraju

polarno. Osim toga, pri rjeSavanju zadataka ne smijemo zaboraviti na uvjete koje moraju
zadovoljiti zadani elementi trokuta kako bi trokut bio rjesiv. Ti uvjeti se nazivaju determinacija.

Tipovi zadataka i1 uobicajene oznake:

SSS - Zadane sve tri stranice AAA - Zadana sva tri kuta

SAS - Zadane dvije stranice i kut ASA - Zadana jedna stranica i dva kuta
medu njima na njoj

SSA - Zadane dvije stranice i kut AAS - Zadana dva kuta i stranica nasuprot

nasuprot jednoj od njih

jednom od njih
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RjesSavanje tipskih zadataka

SSS: Zadane su stranice a, bic.
a py=?

IzraCunamo s, s —a, s —b, s —c, pa pomocu formula za polovine kutova

3 sin(s—a) 2 Sin(s—b)’ 2 sin(s—c)

p e \/Sin(s —a) sin(s —b) sin(s - c)

sSins

, izraCunamo trazene kutove «, 3,y .

Determinacija: Da bi sferni trokut bio odreden (determiniran) moraju veli¢ine zadanih
elemenata biti takve da ispunjavaju uvjete:
O<a+b+c<2r 1 b—-c<a<b+c, c—a<b<c+a, a-b<c<a+b.[]

AAA: Zadani su kutovi «, 5,7 .
a b, c=7?

Ovaj zadatak polarno odgovara prethodnom. Mozemo ga rijesiti tako da umjesto zadanog
trokuta rjeSavamo njegov polarni trokut kojemu su poznate sve tri stranice:
a'=r—-a, b'=r—-p, c'=1-y.
Odavde, prema formulama iz prethodnog zadatka slijede vrijednosti za kutove
a'=r—a, P'=nr-b, y'=m—c,atimeistraniceaq, b, c.

Determinacija: Zadani elementi moraju zadovoljavati uvjete:
P-—y<m—-a<pf+y
r<a+pP+y<3r 1 Jy-a<rzr-pB<y+a ]
a-f<r-y<a+p

SAS: Zadane su dvije stranice i kut medu njima, npr. b, ¢, a.

p.y,a=?
b-c b-c
Pomocu Napierovih formula tg'B 7 - -ctgﬁ i tg'B Y _ -~ 2 ‘ctgg
b+c 2 2 . b+c 2’
cos sin
izraCunat ¢emo kutove £,y : ﬂ=w+u, 7/=,3+7_M
2 2 2 2
sinb sina

Stranicu a izracunat ¢emo npr. iz sinusovog poucka: sina =

sin

Determinacija: Nema posebnih ograni¢enja na zadane elemente osim $to svaki od njih mora
biti ve¢i od 0 1 manji od m. [
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ASA: Zadatak polarno odgovara prethodnom. [}

SSA: Zadane su dvije stranice i kut koji je nasuprot jednoj od tih stranica, npr. a, b, a.
By, c=?

. N . ) sinbsina . , .
Pomocu poucka o sinusima, formulom sin f = ———, izraCunat ¢emo dvije
sina

suplementarne vrijednosti za kut 3, ili nijednu. Mogu¢énosti su dakle sljedece:

a) sinbsina =sina = sinff=1, [ =90°,ato znaci da je zadanim elementima odreden

pravokutni sferni trokut kojemu je stranica b hipotenuza.
b) sinbsina >sina = sinf>1 = zadatak nema rjesenja.

c) sinbsina >sina = sinff>1 = dvije suplementarne vrijednosti za kut . Pomoc¢u

Napierovih jednadzbi izracunat ¢emo zatim stranicu c i kut y.
Determinacija: Nema posebnih ograni¢enja na zadane elemente. [|

AAS: Zadatak polarno odgovara prethodnom. [

Razliciti zadaci:

1. Na sferi polumjera R = 6370 km odrediti koliki je luk ako je pripadni sredisnji kut
°=1°, 1 il 1".

T
180°
r=1° = 1=63701°-1L—111,12111km,

[e]

Luk raCunamo prema formuli: /=RI°-

Pl = 1-63701"—"— 6370 - | - —F— ~1.85202 km .
180° 60 ) 180°

P=1" = 1263701 =6370] —L )T 003087 km =30.87 m.
180° 3600 ) 180°

2. Na sferi polumjera R = 6370 km odrediti koliki je srediSnji kut ako je pripadni luk
[ =50km .

Sredi$nji kut raunamo prema formuli: /=R/°- d , . I°= 180°-1 .
180° Rm
[=50km = [°= 180750 _ 0,44996° = 0° 27" 00" .
707
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3. Na kugli polumjera R = 6370 km nalazi se trokut povrine P = 1 km*. Odrediti sferni
eksces tog trokuta.

Sferni eksces: e=a+f+y—7x.
Iz formule za povrSinu P sfernog trokuta:

P=¢R = ¢= iz u radijanima,
R
180° P D
P=eR 2 = ¢= 8(2 u stupnjevima, ili
180° Rz
, 180°P ” v
g = 2 3600 = 0,00508 u sekundama, $to je ponekad

bolje ako je eksces jako mali.

4. Odrediti sferni eksces i povrsinu jednakostrani¢nog sfernog trokuta kojemu je duzina
stranice 90km, ako je radijus sfere R = 637 1km.

a=b=c=90km
P=eR>_—»

180°
=7

Sferni eksces ¢emo izracunati pomocu L’Huilierove formule

P \/ s s—a s-b s-c
1g—=.]1g-18 g

t
4 2 2 2 & 2
2s=a+b+c=3a = s:3—a
°:%-180 =0,809389445° = s=1,214084168° = %:0,60704284o
Vs

S—a_s=b_s=c_500347361°
2 2 2

tg% =+/4,6670517"° = 0,00002160335

% =0,001237781° = &=0,004951125°=0° 00" 17,8240508"

Sada mozemo izracunati povr$inu:

P=¢°R> -% oo = 3507,490379km> .

Interesantno je izraCunati razliku do povrSine ravnog (ravninskog) jednakostrani¢nog

trokuta iste duljine stranice:

a*\3
4

P =

RT

=3507,402886km’

P-P, = 0,087493km> = kvadrat stranice 0,295792157 km, tj. 295,792157 m.
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5. Primjenom kosinusovog poucka za stranice izraCunati udaljenost od Zagreba do New
Yorka, ako su nam poznate geografska duzina y i S§irina ¢ tih dvaju gradova.

Zagreb — toCka 4 ((0 X4 )
New York — to¢ka B ((pB X5 )

pol ekvatorske kruznice — tocka N
udaljenost d — mjeri se po glavnoj kruznici

pocetni
meridijan

Iz sfernog trokuta AABN c¢itamo potrebne podatke:

T T (7 (7

cosd =cos| ——@, |cos| ——@g |+sin| ——@, |sin| ——@, COS(ZB_ZA)
2 2 2 2

cosd =sing , Sin@, +cos@ , cos P, cos(;{B—;(A)

= d = cos _l(sin(oA SinQy +cos@, cos @, COS(ZB —)(A))

zZG =45°48' 54", y , =15°5859"

lo. £ L 4= 690486 km

NY (p, =40°42'44"", y, =-74°0'24")

6. Neka su zadane dvije stranice sfernog trokuta A ABC 1 kut koji je nasuprot jednoj od tih

stranica. Razrijesiti trokut i izracunati sferni eksces.
Zadatak spada u tip SSA zadataka.

a=53,533748
b=116,590089

o =2857111=28°57"11"’
pB.y,c=?

Pomocu poucka o sinusima izra¢unamo
B, =32,272847 = [, =32°16'22,25", 1njegov suplement

B, =180°— B =180°-32°16"22,25" =147°43"37,7" =147,727139..

Iz Napierovih jednadzbi slijedi

¢, =169,412204°=169°24"43,9" 1 ¢, =70,977531°=70°58"39,11",
odnosno

7, =173,67923°=173°40"45,2" i y, =34,503681°=34°30"13,25".
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Sferni eksces: g =a+ B +y —180°=154,905160° = 54° 54" 18,58" , i
& =a+p,+y,—180°=31,183903°=31°11"02,05".
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